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自然数、整数、有理数

I 自然数: N := 0, 1, 2, . . . (加法、乘法)
I 整数: Z := 0,±1,±2, . . . (加法、减法、乘法)
I 有理数: Q := r/s (加、减、乘、除)

r, s ∈ Z, s 6= 0

I 解丢番图方程是数论的一个核心课题。
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数，我们怎样认识它？
—–数的大小
认识数的大小，我们需要尺度–绝
对值(absolute values)。
例例例: 3和5/2谁大？



数的大小–绝对值

I 绝对值定义：| |: Q→ R≥0.
(1). |x| ≥ 0, ∀x ∈ Q; |x| = 0 ⇔ x = 0.
(2). |x · y| = |x| · |y|, ∀x, y ∈ Q.
(3). 三角不等式: |x + y| ≤ |x|+ |y|.

I 问题：在拓扑等价的意义下，Q上有多少中
绝对值？
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数的大小–绝对值

I | |∞: ∞-adic赋值。

|x|∞ = sgn(x) · x =

{
x x ≥ 0
−x x ≤ 0

I 例：|3|∞ > |5/2|∞。
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数的大小－－绝对值

I | |p: p-adic赋值,当p为素数时。

|x|p =

{
|pn a

b|p = p−n, a, b ∈ Z, p - ab x 6= 0
0 x = 0

I 例: |3|3 < |5/2|3, |3|2 < |5/2|2, |3|5 > |5/2|5
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数的大小－－绝对值

平凡赋值(trivial absolute value):

|x|0 =

{
1 x 6= 0
0 x = 0

例: |3|0 = |5/2|0 = 1



数的大小－－绝对值

I 有理数Q的赋值:
阿基米德绝对值： | |∞

p-adic绝对值： | |p
平凡绝对值: | |0

I 定理(Ostrowski)：任何Q上的绝对值等价于
以上几类。

{Q上的非平凡绝对值等价类} ←→ {素数p}, {∞}
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数n使得
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I (3’)强三角不等式(当p为素数时):

|x + y|p ≤ max(|x|p, |y|p)

|x + y|p = max(|x|p, |y|p), if |x|p 6= |y|p
I Q在| |0 上的拓扑是离散拓扑。
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数的大小－－绝对值

I 对所有非平凡绝对值| |，(Q, | |)成为一个
赋值域，但是不是完备的。

I 完备化：

(Q, | |∞) −→ R = Q∞ (R, | |∞)

(Q, | |p) −→ Qp (Qp, | |p)
(Q, | |0) −→ Q (Q,离散拓扑)

R, Qp, (Q,离散拓扑)均为局部紧
的Hausdorff拓扑域。
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数的大小－－绝对值

Σ = Q上的非平凡绝对值等价类的集
合= {∞, 2, 3, 5, . . . , p素数., . . .}
Zp: = Qp 上的单位球：{x, |x|p ≤ 1}，我们称
为p-adic整数环。



数的大小－－绝对值

I 问题：这些绝对值之间的关系（依赖性和独

立性）

I 定理1 (乘积公式)：∀x ∈ Q×,
∏

v∈Σ |x|v = 1.
I 定理2 (中国剩余定理－－强逼近定理I)
对任意Q上绝对值的有限非空集合S ⊂ Σ，下
面的对角嵌入

Q ↪→
∏

v∈S

Qv

Q× ↪→
∏

v∈S

Q×v

均是稠密的。
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数的大小－－绝对值

I 数论中的一个重要课题是丢番图方程，即对

给定整系数(或有理系数)的多项式方程组求
其整数解(或有理数解)。

I 局部整体原则：方程有Q解=⇒对所有v方程
有Qv 解

I 例：x2 + 5 = 0在Q中无解，因为它
在R,Q2,Q5 中无解; x2 − 3 = 0在Q中无解，
因为它在Q2, Q3 中无解。
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数的大小－－绝对值

I Hasse-Minkowski原原原则则则：：：
一个有理系数二次方程有有理解，当且仅当

它在每个Qv 中均有解。

I 例：3x3 + 4y4 + 5z5 = 0在每一个Qv 中有非零

解。但是方程在　Q中无非零解。



数的大小－－绝对值

Catalan猜猜猜想想想－－－－－－Mihailesku定定定理理理设p, q为不
小于2的整数，则xp − yq = 1只有如下的非平凡
解：(±3)2 − 23 = 1。
证明需对Q∞, Qp 和Qq 的研究。



Adele环AQ

I 我们追求一个能够包含所有局部域Qv 信息的

对象。

候选者:
∏

vQv

I 失败理由：没有好的分析性质。事实上，每

个　Qv 都是局部紧的，从而有积分理

论(Haar、测度)。但是该乘积不是局部紧致
的拓扑群。紧集的乘积空间是紧的，但局部

紧集的乘积空间一般不是局部紧的。
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Adele环AQ
I

AQ =
∏′

v
Qv = {x = (x∞, xp), xp ∈ Zp for almost all p}

A×Q =
′∏
v

Qv = {x = (x∞, xp), xp ∈ Z×p for almost all p}

I AQ 和　A×Q 在限制乘积拓扑下是局部紧的，
从而有整体局部调和分析理论。

I 选取　Haar测度d x　on AQ, Haar测度　d xv

on Qv, v ∈ Σ

d x = ⊗vd xv

I 同样对　A×Q,

d×x = ⊗d×xv
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Adele环AQ

I 定义：Riemann-Zeta函数　ζ(s) =
∑∞

n=1,
Re(s) > 1。

I 定定定理理理：：：ζ(s),可以解析延拓为复平面C上的半
纯函数，仅在s = 1处有一单极点，留数
为1。同时，满足函数方程：

Λ(s) := π−s/2Γ(s/2)ζ(s) = Λ(1− s)
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Adele环AQ
I Proof: 回忆我们有积分理论。选取在AQ 上的Haar测
度d x = ⊗d xv,及在　A×Q 上的　Haar测
度d×x = ⊗d×xv。考察以下一个好的分析空间　S(R),
R上的Schwartz函数空间集合，因为它的元素有着很
好收敛性，同时在它上可以做Fourier分析。定
义Fourier变换如下:

S(R) → S(R)

f (x) 7→ f̂ (x) =

∫

R
f (y) exp(−2πixy) dx

I Fact (Multiplicity One): R× 在　S(R)上作用，从而在
　S ′(R)，S(R)上的连续线性泛函即分
布(distribution)的集合上作用。在R× 作用下保持不变
的分布组成的空间是１维的。
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I 作为分布，

Z := φ 7→
∫
R× φ(x)|x|s d×x
π−s/2Γ(s/2)

|s=0

Z′ := φ 7→
∫
R× φ̂(x)|x|1−s d×x

π(1−s)/2Γ((1− s)/2)
|s=0

同属于在R×作用下保持不变的分布,因此它们相差一
个常数因子。

I 实际上，
∫
Q×v φ̂(x)|x|1−s d×x

ζv(1− s)
= εv(s)

∫
Q×v φ(x)|x|s

ζv(s)

ζv(s) =

{
(1− p−s)

−1 v = p < ∞
π−s/2Γ(s/2) v = ∞



Adele环AQ

事实上，固定一个Q\AQ 上的非平凡加法特征
　Ψ，选取任意φ = ⊗φv,　由　Poisson求和，

∫

A×Q
φ(x)|x|s d×x =

∫

A×Q
φ̂(x)|x|1−s d×x

⇒ Λ(s) =
∏

v∈Σ ζv(s) = Λ(1− s)



代数方面

I 数我们应该怎样认识她：

—-代数方面
有一位年青的数学家创造出伟大的理论

他的生命流星般的消失

但是他的贡献影响延伸永远

I =⇒ Galois
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代数方面

I 题题题目目目：y2 = x3 − 5 (∗)
⇒ (y +

√
−5)(y−

√
−5) = x3

I 我们可以在数域Q[
√−5]及其整数环

　Z[
√−5]中解(*),然后研究其

在Gal(Q(
√−5)/Q)下的作用

=⇒无解
I 事实上，我们需要关于Z[

√−5]的两个基本事
实：(1)任何一个理想的平方均可由单个元素
生成，(2)它的单位群为　{±1}
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代数方面
I Proof:

(y +
√
−5)(y−

√
−5) = x3

由前两点，以及理想的唯一分解定理可知

y+
√
−5 = (a + b

√
−5)

3
= (a3−15ab2)+(3a2b−5b3)

√
−5

取Galois共轭，有

y−
√
−5 = (a− b

√
−5)

3
= (a3−15ab2)−(3a2b−5b3)

√
−5

I 于是，两个方程相减并约掉2
√−5，有

1 = 3a2b− 5b3 = b(3a2 − 5b2)

⇒ b = ±1, 3a2 − 5 = ±1 ⇒ 3a2 = 4, 6

无解。
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Galois群

问问问题题题：能否找到一个好的对象，包含所有的有限

代数扩张的信息？

定义Q̄为Q的代数闭包

Gal(Q̄/Q) = lim←−
K/Q

Gal(K/Q)

其中，K/Q跑遍所有的代数扩张；它的表示，已
经成为当今数论的核心问题。



代数方面

例：Catalan猜想。若　p, q为奇数且
　xp − yq = 1有非平凡解　(x, y)，通过
对Gal(Q̄/Q)在　µq 的表示的研究。则该解对应

着　Selmer同调群

H1
Selpq(Q(ζp), µq)

中的一个元素。而上面关于Gal(Q̄/Q)模µq 的上

同调群定义由在v = p, q的特殊局部条件和其它v
处的非分歧条件给出。Catalan猜想的解决转化
为对该同调群的研究。



多姿多彩

数，我们应该怎样认识她？
—-多姿多彩――代数几何、代数
流形



数的几何

I 考察整边直角三角形的三边

　(a, b, c), a2 + b2 = c2的求解。该问题等价于

x2 + y2 = 1, xy ∈ Q
我们可以通过单位圆x2 + y2 = 1和所有通过
　(0, 1)的有理斜率的直线的交点来获得该单
位圆上的所有有理点。

I

(x, y) = (
t2 − 1
t2 + 1

,
2t

t2 + 1
)

⇒ (a, b, c) = k((s− t)2, 2st, (s + t)2)
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数的几何

I Congruent number问问问题题题：n是任意的整
数，是否存在有理直角三角形C，使得它的面
积为n？
设直角三角形的直角边为a, b，斜边为c，则
有

I




a2 + b2 = c2

1
2

ab = n
(0.1)

(a, b, c) ∈ Q3 (0.2)
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数的几何

I 等等等价价价命命命题题题 E(n) 是定义在　Q　上的椭圆曲线　(elliptic
curve)．在上面有着极其丰富的理论．其中，包括无
穷远点，它上面所有的Q点集合组成一个有限生成
的Abel群。关于其证明，则需研究Galois群Gal(Q̄/Q)
在

Tp(E) = lim
←

E[pn]

这个2维Zp上的自由模上的作用. 特别的, n为一
个congruent number当且仅当E(n)(Q)有一
个Q点(x, y 6= 0)．

I Observation: 非常容易观察到，若存在面积为n的有理
三角形，设边长为a, b, c,且a > b,
则(x = c2

4 , y = c(a2−b2)
8 6= 0)是E(n) 上的有理点。
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数的几何

a2 + b2 = c2 ab = 2n

(a± b)2 = c2 ± 4n

(a2 − b2)
2

= c4 − 16n2

(
a2 − b2

4

)2

=

(
c2

4

)2

− n2

(
c(a2 − b2)

8

)2

=

(
c2

4

)3

− n2
(

c2

4

)



数的几何

反过来，设(x, y)是E(n): y2 = x3 − n2x中满
足y 6= 0的一个有理点，则

a =

∣∣∣∣
x2 − n2

y

∣∣∣∣ b =

∣∣∣∣
2xn

y

∣∣∣∣ c =

∣∣∣∣
x2 + n2

y

∣∣∣∣

就是一个面积为n的有理三角形的三个边。



核心：数论

数数数，，，我我我们们们应应应该该该怎怎怎样样样认认认识识识她她她？？？
应当从分析、代数、几何三方面
来充分认识数。



核心：数论

分分分析析析方方方面面面:
I AQ, A×Q.
I对一般的连通约化群G,考
虑G(Q)\G(AQ)上的自守形式和
自守表示

I L2(G(Q)\G(AQ), ω)上有
　G(AQ)作用，它的谱分解是
自守形式分析的基础．
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核心：数论

代代代数数数方方方面面面:
I Gal(Q̄/Q)

I Galois群及其子商的表示



核心：数论

几几几何何何方方方面面面:
I代数簇over SpecQ、概形over

SpecZ。
I椭圆曲线，Shimura簇等



核心：数论

几几几何何何方方方面面面:
I代数簇over SpecQ、概形over

SpecZ。
I椭圆曲线，Shimura簇等



核心：数论

I 对一个自守表示，Galois表示和一个代数
簇，我们可以定义L-函数或zeta-函数．

I 例如，Riemann-Zeta函数　ζ(s),对应
着GL1的平凡一维自守表示，GQ 的一维平凡
表示，以及　Spec(Z)　zeta函数．
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核心：数论

三三三个个个方方方面面面之之之间间间的的的交交交汇汇汇:
Langlands纲纲纲领领领是代数和分析的交汇、但是其问
题起源、证明、扩展离不开几何。

I 分析←→代数: Langlands纲领。
I 分析−→几何: Eichler-Shimura理论。
I 分析←−几何: Shimura簇。
I 代数−→几何: Fontain-Mazur理论。
I 代数←−几何: Grothendieck etale上同调。
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核心：数论

在这个对应下，L-函数应当本质上相同，因此它
们有着相同的解析延拓，函数方程，Weil猜想命
题．函数的特殊值有着个方面的算术意义．



核心：数论

I 例例例子子子：

E : y2 = x3 − n2x, K = Q(i)

Ã π ∈ A0(GL2(Q)\GL2(AQ)) 尖点形式

Ã ρ : GQ −→ Aut(TpE)
Langlands对应



核心：数论
I BSD猜猜猜想想想的的的特特特殊殊殊形形形式式式
在E上的描述
n奇数，无平方因子，令：

an = #{2x2 + y2 + 8z2 = n| 2|z} −
#{2x2 + y2 + 8z2 = n| 2 6 |z}

则：

I (1):有理三角形C的面积为n ⇔ an = 0
I (2):若　an 6= 0,

a2
n = 4σ0(n)#Ш

Ш = {亏格为1的光滑射影曲线C，满足Jac(C) =
E, C(AQ) 6= ∅}
σ0(n)为　n中不同的素因子个数．
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核心：数论

定定定理理理:
n 是congurent数，则an = 0

特别的，理解L−函数的特殊值，非常重要



Zeta函数特殊值

在数论中，一个正正正则则则素素素数数数 p > 2是一个奇素数，
它不整除Q( p

√
1)的类数。

正则素数很重要，是因为Kummer在推广经
典Fermat的经典证明时，用理想代替数，证
明xp + yp = zp 无非平凡的解，当p为正则素数
时。



Zeta函数特殊值

Herbrant-Ribet:
p是正则⇔ p 6 |ζ(1− k), k = 2, 4 · · · , p− 3
Fact:

ζ(2n) = (−1)n+1 B2n(2π)2n

n(2n)!

ζ(1− n) = −Bn
n

其中Bn为：
t

et − 1
=

∞∑

n=0

Bntn



谢谢大家！


