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丢番图方程，算术几何与凸分析

陈华一 (法国巴黎大学 IMJ-PRG 研究所)

中国科学院数学研究所报告，2019 年 9 月 4 日
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数学研究数与形

数：数系及衍生集合 (N, Z, R, C, . . .)

形：结构与关系 (拓扑，度量，作用，序 . . .)

▶ 古典数学中数与形是相对独立的研究对象
▶ 现代数学的趋势：数与形的高度结合

(笛卡尔坐标法，抽象代数，代数几何，. . .)
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(笛卡尔坐标法，抽象代数，代数几何，. . .)
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数：数系及衍生集合 (N, Z, R, C, . . .)

形：结构与关系 (拓扑，度量，作用，序 . . .)

▶ 古典数学中数与形是相对独立的研究对象
▶ 现代数学的趋势：数与形的高度结合

(笛卡尔坐标法，抽象代数，代数几何，. . .)
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数学研究数与形

数：数系及衍生集合 (N, Z, R, C, . . .)

形：结构与关系 (拓扑，度量，作用，序 . . .)

▶ 古典数学中数与形是相对独立的研究对象
▶ 现代数学的趋势：数与形的高度结合

(笛卡尔坐标法，抽象代数，代数几何，. . .)
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什么是丢番图方程？
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丢番图方程组

▶ 整系数多项式方程组
▶ 研究方程组的整数解或有理数解

(存在性，有限性，稠密性，. . .)

例

x4 − y4 − 2x2y + 1 = 0 和

{
x2 + yz + z + 1 = 0,

x3 + y2 + 12345z3 = 0

都只有有限组有理数解.

几何解释
它们都定义了亏格 ⩾ 2 的曲线.
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Mordell 猜想，Bombieri-Lang 猜想

Bombieri-Lang 猜想
倘若一组丢番图方程定义了一个射影簇，其最高阶外形式丛是大
线丛，那么该射影簇的有理点集在 Zariski 拓扑下不是稠密的．

一维情形：Mordell 猜想 (1922)，Faltings 定理 (1985)
倘若一组丢番图方程定义了亏格 ⩾ 2 的代数曲线，那么该方程
只有有限多组有理数解．
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用几何语言描述 Diophantus 方程

射影簇，有理点，. . .
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语言的转换

射影簇
设 A 为交换幺环．
▶ N + 1 元 d 次 A 系数齐次多项式

P(T0, . . . ,TN) =
∑

α∈NN+1, |α|=d
ξαTα, ξα ∈ A,

α = (α0, . . . , αN) ∈ NN+1, |α| := α0+· · ·+αN, Tα := Tα0
0 · · ·T

αN
N .

▶ PN
A 的闭子簇: 一族 N + 1 元 A 系数齐次多项式．

▶ 射影空间PN
A: 零多项式族.

▶ A 上的射影簇: 某个 PN
A 的闭子簇．
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射影簇的理想，坐标环与维数

设 K 为域，X 为 PN
K 的闭子簇．

▶ 令 IX 为 X 中的多项式生成的 K[T0, . . . ,TN] 的理想．

▶ IX 是齐次理想：
IX =

⊕
n∈N

IX,n.

▶ 令 RX 为商环 K[T0, . . . ,TN]/IX，称为 X 的坐标环．

RX 是分次 K-代数：RX =
⊕
n∈N

RX,n.

▶ 射影簇 X 的维数定义为

dim(X) := lim sup
n→+∞

log(rkK(RX,n))

log(n) .

若 dim(X) = 1，称 X 为射影曲线．
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例

▶ 令 K[T0, . . . ,TN]n 为 n 次齐次多项式构成的线性空间．

rkK(K[T0, . . . ,Tn]n) =

(
N + n

N

)
,

从而 dim(PN
K) = N．

▶ 设 X 是某 d 次齐次多项式 F 定义的 PN
K 的闭子簇．那么

IX = FK[T0, . . . ,TN]．从而当 n 足够大时

rkK(RX,n) =

(
N + n

n

)
−
(

N + n− d
N

)
.

所以 dim(X) = N− 1．
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算术射影簇

算术射影簇: Z 上的射影簇 X．

▶ 对任意交换幺环 A，X 诱导 A 上的射影簇 XA．

▶ 设 K 为域，

X̃ (K) = {x = (x0, . . . , xN) ∈ KN+1 : ∀P ∈X , P(x) = 0}.

▶ 若 x ∈ X̃ (K), ∀λ ∈ K, λx ∈ X̃ (K)．
▶ X (K) := X̃ (K) \ {(0, . . . , 0)}/ ∼，

x ∼ y⇐⇒ ∃λ ∈ K \ {0}, λx = y.

X (K) 中的元素称为 X 的取值在 K 中的点．
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Mordell 猜想－ Faltings 定理的几何语言表述

定理
设 X 为算术射影簇，使得 X = XQ 是亏格 ⩾ 2 的光滑射影曲
线．那么其有理点集 X (Q) 为有限集．

亏格
若 XQ 是光滑射影曲线，那么 X (C) 是紧黎曼面．XQ 的亏
格就定义为该黎曼面洞的个数．
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丢番图几何

概形，Zariski 拓扑，大线丛，. . .
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丢番图方程的几何化

进一步理解 Diophantus 问题的几何表述（Zariski 拓扑，大线丛
等等），需要用到代数几何．

代数实体 ⇝ 几何实体（环层空间）

丢番图方程 (算术射影簇) ⇝ 射影概形

有理解 ←→ 概形的有理数点

解集的性态 ⇐=? 几何不变量
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局部环层空间

局部环层空间：拓扑空间 X 及其上的环层 OX．

▶ ∀ 开集 U ⊂ X，OX(U) 是交换幺环；
▶ ∀ 开集 V ⊂ U ⊂ X 有环同态 OX(U)→ OX(V)．
▶ ∀ y ∈ X, OX,y = lim−→

y∈U⊂X
OX(U) 是局部环 (∃! 极大理想 my)．

▶ κ(y) = OX,y/my 称为 X 在 y 处的剩余类域．
▶ 例：拓扑空间＋连续函数层；微分流形；复解析流形等等．
▶ 抽象的构造用来处理” 取值在不同域中的函数”．

局部环层空间 X 的点
▶ 设 K 为域．令

X(K) = {(x, φ) : x ∈ X, φ : κ(x)→ K为域同态}.
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概形

交换幺环 A 对应的仿射概形
▶ Spec(A) = {A的素理想}．
▶ Zariski 拓扑: 闭子集形如 Spec(A/a)，其中 a 是 A 的理想．
▶ OSpec(A)(Spec A) = A．
▶ OSpec(A),p = Ap := A[(A \ p)−1]

概形
仿射概形粘成的局部环层空间．
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Spec(Z)

Z 的素理想
▶ 零理想 (0)；

▶ 极大理想 (p)，其中 p 是素数．

Zariski 拓扑
▶ 若 p 是素数，(p) 是 Spec(Z) 的闭点．
▶ Spec(Z) 的开子集形如 Spec(Z) \ {(p1), . . . , (pn)}，其中 pi
是素数．特别地，{(0)} = Spec(Z)．

数论观点

▶ (0) 处的局部环是 Q；
▶ Z 的极大理想 (p) 对应于 Q 的 p-进绝对值．
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射影概形

齐次素谱

▶ 令 R =
⊕

n∈N Rn 为分次环．

▶ 若 f 是 R 中的齐次元，记 R(f) 为 R[f−1] 中的零次齐次元组
成的环．

▶ Proj(R)：由 Spec(R(f))（f 取遍 R 中的齐次元）粘成的概形．

与丢番图方程的联系
设 X 为 PN

Z 的闭子簇，IX 是 X 中的多项式生成的
Z[T0, . . . ,TN] 的理想，对任意域 K 有

X (K) = Proj(Z[T0, . . . ,TN]/IX )(K).

▶ 以下将射影簇等同于其定义的射影概形．
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线丛

令 X 为概形．所谓 X 上的线丛，是指局部同构于 OX 的模层．

例

▶ 设 A 为交换幺环，R =
⊕

n∈N Rn 为分次 A-代数，
X = Proj(R)．假设 R 作为 A-代数由 R1 生成．对任意
d ∈ N，R-模

⊕
n∈N Rn+d 定义了 X 上的线丛，记为 OX(d)．

▶ 若 X = PN
A，那么

Γ(X,OX(d)) = A[T0, . . . ,TN]d

是 d 次齐次多项式构成的集合．
▶ 设 X 为光滑射影簇，其最高阶外微分形式丛 ωX 是 X 上的
线丛，称为 X 的典则线丛．
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分次线性系

令 K 为域，X 为 K-上的射影簇，L 为 X 上的线丛．
▶ V•(L) :=

⊕
n∈N H0(X, L⊗n) 是分次 K-代数．

▶ 所谓 L 的分次线性系，是指 V•(L) 的分次子代数．

容量函数
设 V• 为 L 的分次线性系，定义其容量为

vol(V•) := lim sup
n→+∞

rkK(Vn)

nd/d! , d = dim(X)

记 vol(L) := vol(V•(L))．倘若 vol(L) > 0，则说 L 是大线丛．
▶ 若 L 是丰沛丛，那么 vol(L) 等于自相交数 (Ld)．

亏格
设 C 是 Q 上的光滑射影曲线，定义的 Riemann 面亏格为 g，那
么 vol(ωC) = 2g− 2．ωC 是大线丛当且仅当 g ⩾ 2．
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算术几何
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什么是算术几何

▶ 研究 Spec(Z) 上概形的数论性质；

▶ 与相对于射影代数曲线的代数几何有相似之处
（数域 vs. 函数域）；

▶ 除了代数结构以外，还必须考虑超越结构；

▶ 综合使用各种研究方法：代数，分析，组合等等
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代数几何与算术几何的比较

P1
C

代数几何

Spec(Z)

算术几何

2 3 5 7 · · · · · ·

算术几何的特殊之处

▶ 没有基域
▶ 算术代数簇总“非紧”，而且在代数几何的框架內不能紧化．
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数域与函数域的比较

SpecZ 和 P1
C 的相似性

▶ 都具有一个点（生成点）在概形中稠密；
▶ 其余点都是闭点；
▶ 生成点的局部环是域 (Q vs C(T))；
▶ 每个闭点对应于该域的绝对值 (|.|p 或 |.|x = exp(− ordx(.)))．

两者的不同

▶ P1
C 是定义在复数域上的概形；而 Spec(Z) 没有底域．

▶ P1
C 具有“紧性”：∀ f ∈ C(T)×,

∏
x |f |x = 1

(紧 Riemann 面上非零亚纯函数的零点和极点总重数为零)；
而 Spec(Z) 不具有这样的性质．

Spec(Z) 的“紧化”
令 |.|∞ 为 Q 的通常绝对值，那么 ∀ a ∈ Q×,

∏
p |a|p · |a|∞ = 1
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Arakelov 几何的思想

▶ 用复解析流形“紧化”算术射影簇，用度量“紧化”线丛；

▶ 结合代数几何和分析的方法研究算术几何问题．

研究对象

▶ 算术射影簇 X 及对应的复解析流形 X (C)；向量丛 E 及
E (C) 上的连续度量．

▶ 算术曲线的情形：Spec(Z) ∪ {∞} (∞ 对应于 Q 上通常的绝
对值)；有限维赋范线性空间中的网格．

技术困难

▶ 这样的“紧化”没有好的代数结构；

▶ 代数方法和分析方法性质很不相同．
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网格的“整体截面”

设 E 为有限维赋范线性空间 (E, ∥.∥) 中的网格，记
▶ Ĥ0(E , ∥.∥) := {s ∈ E : ∥s∥ ⩽ 1},
▶ ĥ0(E , ∥.∥) := log #Ĥ0(E , ∥.∥)．

注意
与射影曲线上向量丛的情形不同，Ĥ0(E , ∥.∥) 一般对加法不封闭．
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算术容量函数

令 X 为算术射影簇，L 为 X 上的线丛，φ 为 L (C) 上的连续
度量．

▶ H0(X (C),L (C)) 上的 sup 范数：

∀ s ∈ H0(X (C),L (C)), ∥s∥φ,sup := sup
x∈X (C)

∥s(x)∥φ.

▶ H0(X ,L ) 是赋范线性空间 (H0(X (C),L (C)), ∥.∥φ,sup) 中

的网格，其 Ĥ0 和 ĥ0 分别记作 Ĥ0(L , φ) 和 ĥ0(L , φ)

算术容量函数（森胁淳，2000）

v̂ol(L , ∥.∥φ) := lim sup
n→+∞

ĥ0(L ⊗n, φ⊗n)

nd+1/(d + 1)!
, d = dim(XQ).

▶ 若 (L , φ) 丰沛，那么 v̂ol(L , φ) = ĉ1(L , φ)d+1 > 0．
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研究 v̂ol 的困难和新方法

困难
“算术分次线性系”

⊕
n∈N Ĥ0(L ⊗n, φ⊗n) 没有合适的代数结构．

R-降链法
设 (E , ∥.∥) 为赋范线性空间中的网格．定义

F t(EQ) = VectQ({s ∈ E : ∥s∥ ⩽ e−t})
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连接代数几何与数论的桥梁
令 X 为算术射影簇，(L , φ) 为 X 上带连续度量的线丛．

与代数几何的联系
对任意 t ∈ R，

V t
•(L , φ) :=

⊕
n⩾0
Fnt(H0(XQ,L

⊗n
Q ))

是 LQ 的分次线性系．

与数论的联系：Minkowski 定理
▶ 若 (E , ∥.∥) 是赋范线性空间中的网格，那么∣∣∣∣ĥ0(E , ∥.∥)− ∫ +∞

0
rkQ(F t(EQ))

∣∣∣∣ = O(rk(E) log(rk(E))).

▶ v̂ol(L , φ) = (d + 1)

∫ +∞

0
vol(V t

•(L , φ))dt.
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凸几何与代数几何／算术几何
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容量函数的凸几何描述

定理 (Okounkov，1996)
设 X 为域 K 上的 d 维整射影概形，Cd = {Rd中的有界闭凸集}．
那么存在映射 ∆ : {X上的线丛} → Cd, 满足以下条件：
(1) 对任意 X 上的线丛 L，vol(L) = d!

∫
Rd 11∆(L)(x)dx，

(2) 若 L 和 M 是两个线丛，∆(L) + ∆(M) ⊂ ∆(L⊗M)．

▶ 可以推广到分次线性系的情形（Kaveh-Khovanskii，
Lazarsfeld-Mustaţǎ, 2008）

Minkowski 和
∆1 +∆2 := {x + y | x ∈ ∆1, y ∈ ∆2}．
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Brunn-Minkowski 不等式
定理
设 ∆1 和 ∆2 为 Rd 中的有界闭凸集，νd 为 Rd 上的 Lebesgue 测
度，那么

νd(∆1 +∆2)
1/d ⩾ νd(∆1)

1/d + νd(∆2)
1/d.

代数几何形式
设 X 为域 K 上的 d 维整射影概形，L 和 M 是 X 上的大线丛，
那么

vol(L⊗M)1/d ⩾ vol(L)1/d + vol(M)1/d.

推论：Hodge 指标不等式
设 S 为某域上的整射影曲面，L 和 M 是 S 上的丰沛线丛，那么

(L ·M)2 ⩾ (L2)(M 2).
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算术容量函数的凸几何构造

令 X 为算术射影簇，(L , φ) 为 X 上带连续度量的线丛．

凹变换
定义 G(L ,φ) : ∆(LQ)→ R，

G(L ,φ)(x) := sup{t ∈ R : x ∈ ∆(V t
•(L , φ))}.

▶ G(L ,φ) 是 ∆(V t
•(L , φ)) 上的凹函数；

▶ v̂ol(L , φ) = (d + 1)!

∫
∆(LQ)

G(L ,φ)(x)dx；

G(L ,φ) 含有比算术容量函数更多的信息；

▶ 若 (M , ψ) 是另一个带度量的线丛，对任意
(x, y) ∈ ∆(LQ)×∆(MQ) 有

G(L⊗M ,φ⊗ψ)(x + y) ⩾ G(L ,φ)(x) + G(M ,ψ)(y).
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相对等周不等式

定理
设 ∆0 和 ∆1 为 Rd 中的凸体，G0 和 G1 分别是 ∆0 和 ∆1 上的
Lebesgue 可积函数．对任意 ε ∈ (0, 1)，令 Hε 为 ∆0 + ε∆1 上的
正值 Borel 函数，使得

∀ (x, y) ∈ ∆0 ×∆1, Hε(x + εy) ⩾ G0(x) + εG1(y).

那么下列不等式成立

lim inf
ε→0+

∫
Sε

Hε(x)dx−
∫
∆0

G0(x)dx
ε

⩾ d
(νd(∆1)

νd(∆0)

)1/d ∫
∆0

G0(x)dx + νd(∆0)

νd(∆1)

∫
∆1

G1(y)dy.

▶ 若取 G0 ≡ 1, G1 ≡ 1, Hε ≡ 1 + ε，便得到传统的等周不等式

∂

∂ε

∣∣∣
ε=0+

νd(∆0 + ε∆1) ⩾ νd(∆0)
(d−1)/d · νd(∆1)

1/d.
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测度输送 (transport of measures)

设 ∆0 和 ∆1 为 Rd 中两个凸体.
均匀分布的输送
f : ∆0 → ∆1 微分同胚，使得 f∗(11∆0νd) = 11∆1νd.

Knothe 输送
存在均匀分布的输送 f : ∆0 → ∆1，使得 Df 处处是上三角矩阵，
对角线系数为正. 利用 Id+εf : ∆0 → ∆0 + ε∆1 来证明上述定理.

猜想
存在均匀分布的输送 f : ∆0 → ∆1，使得

(Id+f)∗(11∆0νd) ⩽ (d + 1)11∆0+∆1νd.
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相对算术等周不等式和 Brunn-Minkowski 不等式

定理（相对算术等周不等式）
设 X 为算术射影簇，L0 = (L0, φ0) 和 L1 = (L1, φ1) 为 X 上
的丰沛的带连续度量的线丛，L0 = L0,Q，L1 = L1,Q，那么

(d + 1)(L0
d ·L1) ⩾ d

(vol(L1)

vol(L0)

)1/d
v̂ol(L0) +

(vol(L0)

vol(L1)

)
v̂ol(L1).

▶ 强于经典等周不等式的算术形式：
(d + 1)(L0

d ·L1) ⩾ v̂ol(L0)
d/(d+1)v̂ol(L1)

1/(d+1)．

推论（相对算术 Brunn-Minkowski 不等式）
v̂ol(L0 ⊗L1)

vol(L0 ⊗ L1)
⩾ φ(L0, L1)

−1
( v̂ol(L0)

vol(L0)
+

v̂ol(L1)

vol(L1)

)
,

其中 φ(L0, L1) = d + 1− d vol(L0)
1/d + vol(L1)

1/d

vol(L0 ⊗ L1)1/d ⩾ 1 体现几何

Brunn-Minkowski 不等式的偏差．
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算术曲面的情形

当 d = 1 时 vol(L0 ⊗ L1) = vol(L0) + vol(L1)，从而
φ(L0, L1) = 1．于是便得到

2(L0 ·L1) ⩾
vol(L1)

vol(L0)
v̂ol(L0) +

vol(L0)

vol(L1)
v̂ol(L1).

由算术－几何平均不等式便得到算术 Hodge 指标不等式
（Faltings-Hriljac 1985）：

(L 0 ·L1)
2 ⩾ v̂ol(L0) · v̂ol(L1).
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